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Oz: Bu arastirmada farkli temsil bigimleriyle sunulan driintiileri genellemede 6grencilerin diisinme sekillerini ve
genelleme yapma tiirlerini incelemek amaglanmaktadir. Ogrencilerin kullandiklar1 genelleme tiirlerinin kuramsal
cergeve baglaminda incelenmesi, cebirsel genelleme yapmaya engel olan diisiinme sekillerinin belirlenmesi ve
ogrencilerin  farkli temsil bigimlerini genelleme yapma yoniinde kullanma sekillerinin = saptanmasi
hedeflenmektedir. Bu baglamda arastirmada ornek olay tarama modeli kullanilmistir. Katilimeilar amagh
ornekleme yontemi ile secilmistir. Caligma altinci, yedinci ve sekizinci smifta okuyan 92 Ogrenciyle
gergeklestirilmistir. Elde edilen veriye betimsel ve icerik analizi uygulanmigtir. Veri analizi 6grencilerin cebirsel
genelleme yerine aritmetik genelleme egilimlerinin oldugunu gostermistir. Ogrenciler sekil oriintiilerini
kullanarak cebirsel genelleme yapmada giigliilk ¢ekmislerdir. Sekil oriintiilerini say1 Oriintiisiine doniistirmiisler
ve sekil oriintiisiinden etkili sekilde yararlanamamiglardir.
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Abstract: The purpose of this research is to examine the forms of thinking and generalization types of students
during the generalization of the patterns presented with different representations. It is aimed to examine the
generalizations used by the students through the theoretical framework, to determine the forms of thinking that
prevent them from making algebraic generalization and to determine the use of different representations of the
students. For this purpose, case survey research is used in the research. Participants were selected by purposeful
sampling method. The study was conducted with 92 students studying in the sixth, seventh and eighth grades.
Descriptive and content analysis were used to analyze the data. Data analysis has shown that students tended to
have arithmetic generalizations rather than algebraic generalizations. Students have difficulties in making
algebraic generalizations using pictorial patterns. They have transformed visual patterns into number patterns
and have not been able to make effective use of pictorial patterns.
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1. Giris

Okul matematigi 6ziinde cebiri barindirir (Otte, Mendonga, Gonzaga & de-Barros,
2015). Cebir harflerin kullanildigi bir dil olmanin Gtesinde bir diisinme bi¢imi olarak
karsimiza c¢ikmakta ve degerler arasindaki iligkileri analiz etmeyi, yapiyr gérmeyi,
dogrulamayi, problem ¢ézmeyi, tahmin etmeyi ve genelleme yapmay1 gerektiren cebirsel
diisiinmeyi icermektedir (Kieran, 1996). Cebirsel diisiinmenin gelisimini saglama yoniinde
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yapilan arastirmalarda oOzellikle genelleme yapma ve Oriintiiler {izerinde duruldugu
goriilmektedir (6r., Ferrara & Sinclair, 2016; Moss & Beatty, 2010; Rivera, 2011). Bunun
temel nedeni Ogrencilerin Oriintiileri anlamlandirma ve genelleme yapma becerileri
arasinda iligki bulunmasi (Warren, 2000), daha agik bir ifadeyle Oriintii aramanin
genelleme yapmanmin temel ve gerekli adimlarindan biri olmasidir (Jones, 1993).
Oriintiilerin genelleme yapmayla olan yakin iliskisini Wilkie (2016) sdyle agiklamaktadir:
“genelleme yapmanin 6nemli bir yonii degiskenler arasindaki iliskileri fark etme ve
fonksiyonel bir kural olarak ifade etme becerisidir. Bu iligkileri anlama ve sembolize etme
becerisini gelistirmede izlenebilecek yollardan biri oriintiilerin genellenmesidir (s.335).”

Genelleme yapma sadece cebirsel diistinmenin degil, matematiksel bilginin insasinda
da onemli yere sahip bir diigiinsel siirectir. Bu yoniiyle genelleme olgusu matematik
egitimi aragtirmacilar1 tarafindan gesitli boyutlariyla ele alinmig (6r., Davydov, 1990;
Dorfler, 1991; Krutetskii, 1976; Rubinshtein, 1994; Venenciano & Heck, 2016) ve
O6grenme ve 6gretmenin temel bilesenlerinden biri olarak yorumlanmistir (Lannin, Ellis,
Elliott & Zbiek, 2011). Krutetskii (1976) genellemenin iki yoniinii tamimlamustir. {1k yonii
kisinin genellemeyi belirli durumlardan gekillendirme becerisidir: 6zelden geneli gérme.
Ikinci yon ise kisinin 6zel ve somut olan durumlardan geneli gérme becerisidir. Bu ikinci
yon kisinin 6zel bir durumu, genellemenin bir 6rnegi olarak siniflandirmast diger bir
deyisle genelin i¢indeki 6zeli gormesidir. Bu agiklamay1 sadelestiren Mason (1996)
genellemeyi ayrintilar1 kullanarak geneli gérme ve genelin igindeki ayrintilari gérme
olarak ifade etmektedir. Kaput (1999) genellemeyi agiklarken secilen 6rneklerin 6tesinde
muhakeme yapmanin gerekliligine igaret ederken Harel ve Tall (1991) genelleme
siirecinde verilen bir argiimani daha genis baglamda uygulanmasina vurgu yapmistir.

Dorfler (1991) genelleme genel ve kisi arasinda kargilikli iligkinin belirlenmesidir
diyen Davydov’a (1990) kiyasla genelleme siirecini daha ayrintili olarak ele almig ve daha
genel bir duruma rehberlik eden sosyal-biligsel bir siire¢ olarak tanimlamigtir.
Genellemeyi hem bagli bagina bir kavram hem de bir diisiinme ve iletisim yolu olarak
agiklayan arastirmact genellemeyi; "deneysel genelleme" ve "teorik genelleme" olarak
ikiye ayirmustir. Deneysel genelleme bir kavrama ait ortak 6zelliklerin fark edilmesine
dayanmaktadir. Genelleme yapabilmek i¢in gerekli olan 6zellikleri belirleme baglaminda
yasanabilecek sikintilar nedeniyle Dorfler bu genelleme tiiriiniin problemli olduguna isaret
etmig ve bu goriise karsit bir genelleme tiirli olarak teorik genellemeyi ortaya koymustur.
Teorik genelleme, genelleme yapilacak matematiksel durumdaki gerekli olan ve degisken
nitelikte olmayan Ozellikleri soyutlama yoluyla gerceklesmektedir. Benzer sekilde
Venenciano ve Heck (2016) genellemeyi genis kapsamda su sekilde ele almigtir:

Genelleme bir grup nesnenin arasindaki ortak ya da birlestirici 6zelligi aragtirma
stireci olarak diistiniilebilir. Nesnelere ait O6zellikler arasinda bazilar1 yiizeysel
diizeyde olsa da genelleme yapma becerisi, ¢ocuklarin anahtar niteligindeki
degismezin farkina varmasini saglar. Degismez 6zelligin iizerinde durmak
¢ocuklarin diger nesnelerin 6zelliklerini ayirt etmesini ve ayni gruba ait olup
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olmadiklarma karar vermelerini saglar. Genelleme yapma Ogrencilerin sistematik
diistinmelerini ve kurallar1 somut durumlara uygulamalarini saglar (s.23).

Genelleme yapma iizerine getirilen agiklamalarin yan1 sira genellemeyi takip edilebilir ve
gozlemlenebilir bir siire¢ olarak inceleme istegi, kuramsal ¢ergevelerin olugsmasina neden
olmustur (6r., Radford, 2008; Rivera, 2011). Bir sonraki alt boliimde genelleme yapma
stirecini operasyonel olarak takip edebilmeyi saglamasi ve genelleme tiirlerini belirlemesi
nedeniyle bu arastirmada kuramsal c¢ergeve olarak benimsenen "cebirsel Oriintii
genellemesinin ingas1" (Radford, 2008) agiklanmaktadir.

1.1. Kuramsal Cerceve: Cebirsel Oriintii Genellemesinin insasi

Cebirsel oriintii genellemesi (architecture of algebraic pattern generalization) kuramsal
cergevesi Radford (2008) tarafindan gelistirmistir. Bu ¢erceveye gore cebirsel oriintiilerin
genellenmesi siireci;

i.  Sayi oriintiisiindeki ortak 6zelligi fark etme,

ii. Fark edilen ortak 6zelligin say1 6riintiisiindeki diger terimlerinde olup olmadigini
inceleme,

iii.  Oriintiiniin herhangi bir terimini direkt olarak bulmak igin cebirsel bir kural
olusturma adimlarindan olusmaktadir. Cebirsel Oriintii genellemesinin insast adli bu
genelleme siireci Sekil 1'de goriilmektedir.

11 olugturma

Ayirt etme Transfer etme  Ortak 6zellikten p, olusturma

Sekil 1. Cebirsel Oriintii Genellemesinin Insas1 (Radford, 2008, 5.85)

Aritmetik genelleme ise sayr Oriintiisiiniin biitiinii yerine belirli bir boliimiine
odaklandigindan elde edilen genelleme herhangi bir terimi bulmaya yonelik degildir ve
cebirsel bir yapist yoktur. Aritmetik genelleme siireci;

i.  Sayi oriintlisiindeki ortak 6zelligi fark etme,

ii. Fark edilen ortak 6zelligin say1 oriintiisiindeki diger terimlerinde olup olmadigini
inceleme,

seklindedir. Aritmetik genelleme siireci Sekil 2'deki gibi gosterilebilir.
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Ortale &

Ayirt etme Transfer etme

Sekil 2. Aritmetik Genelleme Siireci (Radford, 2008)

Sekil 2'den goriildiigii gibi aritmetik genelleme siirecinde, cebirsel genellemenin
ingasinda yer alan son adim bulunmamaktadir. Terimler arasi iligkinin sayilarla
belirtilmesi, ardisik terimin bulunmasi aritmetik genellemeye drnek olarak verilebilir.

Radford (2008) olgunlasmamis tiimevarimi; genellemeden bir kurala ulagsmak yerine
kuralin denenmesi ile genellemeye ulasilmasi olarak ifade eder. Bu yoniiyle
olgunlasmamis tiimevarim bir genelleme olarak kabul edilmez. Olgunlagsmamig
tiimevarim siireci Sekil 3'te goriilmektedir.

Crintinin bir

{esini olugturma

Ayirt etme

Sekil 3. Olgunlasmamis Tiimevarim Siireci (Radford, 2008, s. 86)

Sekil 3'te goriildiigii gibi olgunlasmamig tiimevarim siireci, cebirsel genelleme
stirecinin ilk ve son adimlarina sahiptir. Say1 Oriintiisiiniin terimleri arasindaki iliskiyi
incelemeden, deneme-yanilma yoluyla bir say1 Oriintiisiiniin genel teriminin bulunmasi
olgunlasmamis tiimevarim siirecine 6rnek olarak verilebilir.

Kuramsal ¢ergevede yer alan siirecleri drnek bir say1 oriintiisii izerinden farkli temsil
bicimlerini de kullanarak daha yakindan inceleyelim. Bunun ig¢in “4 7 10 ...” say1
Oriintiisiinii ele alalim. Terimler arasindaki ortaklik, sayilarin kendi 6zellikleri ve birbirleri
arasindaki iligkiyi dikkate alarak olusturulmadiginda ve buna dayali olarak hipotez
iretmeden cebirsel olarak ifade edildiginde olgunlagsmamis tiimevarim gergeklesmektedir.
Ogrencinin bu driintiiniin kuralm higbir diisiinsel siirece dayanmadan 6rnegin 4n olarak
ifade etmesi, sonra dogrulugunu denemesi, saglamadigini1 goriince yeni bir cebirsel ifade
denemesi olgunlasmamis tiimevarima 6rnek olarak verilebilir.

Verilen say1 oriintiisiiniin tablo olarak temsili Tablo 1'de verilmektedir. Ogrencinin
terim siitununa bakarak s6zel olarak terimlerin iiger tiger arttigini belirtmesi ya da terim ile
terim siras1 arasindaki iliskiyi Tablo 1'de oldugu gibi niimerik olarak yazmasi aritmetik
genellemeye Ornektir. Bununla birlikte aritmetik genelleme yapan 6grenciler Tablo 1'in
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son satirinda oldugu gibi notasyon kullanarak hipotezlerini yazamazlar. Notasyon
kullanarak hipotezlerini yazabilen dgrenciler, cebirsel genelleme yapmis olurlar.

Tablo 1. 4 7 10 oriintiisiiniin tablo ile gosterimi

Terim Strast Terim Terim sirasi ve Terim arasindaki iliski
1 4 (3.1)+1 (1+1)+2.1
2 7 (3.2)+1 (2+1)+2.2
3 10 (3.3)+1 (3+1)+2.3
n (3.n)+1 (n+1)+2.n

Verilen say1 oriintiisiiniin sekil olarak temsili Sekil 4'teki gibi olabilir.

-

Sekil 4. Sekil oriintiisti (Frobisher & Threlfall, 1999)

Bu sekil oriintiisii Sekil 5.a ve Sekil 5.b'deki gibi kullanilarak sekiller arasindaki
ortakligin yakalanmast ve cebirsel olarak ifade etmeyi saglayacak bir hipotezin
olusturulmasi cebirsel genelleme yapmay1 desteklemektedir.

3.n+1

Sekil 5.a. Cebirsel genellemeyi saglayacak sekilde sekil oriintiisiiniin kullanimi-1
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2.n + (n+1)
Sekil 5.b. Cebirsel genellemeyi saglayacak sekilde sekil oriintiisiiniin kullanimi-2

Sekil 5.a sekil oriintiisiindeki sekillerin her birinde bir yatay iki dikey durumda olan
t¢lii yapinin oldugunun fark edilmesine ve bu durum dikkate alinarak ortak 6zelligin
belirlenmesine drnek bir yaklasimdir. i1k sekilde iiclii yapidan bir tane, ikinci sekilde iki
tane, lgiincii sekilde ii¢ tane oldugu belirlenmistir. Bu durumda n. sekilde de 3n tane tiglii
yap1 bulunacaktir. Bu yapinin yani sira her sekilde bir adet yatay siitun bulundugundan
belirlenen bu ortak 6zelliklerden p,, ifadesi 3.n +1 seklinde olusturulabilir. Sekil 5.b'de ise
ortak ozellik, her sekilde bulunan ikili diisey yapidir. Her sekilde sekil sayisinin iki kati
kadar sayida ikili stitun bulunmaktadir. Ayrica her sekilde, sekil sayisinin bir fazlasi kadar
yatay sekil bulunmaktadir. Bu ortak 6zellikten hareketle hipotez "sekil sayisinin iki kati
kadar dikey, bir fazlas1 kadar dikey siitun vardir" seklinde yazilarak p, ifadesi 2.n + (n+1)
seklinde olusturulabilir.

Yukarida 6rneklendirildigi gibi bir say1 driintiisiine iligkin genellemeye belli diisiinsel
stireclerden gecilerek ulagsma ile deneme yanilma {izerinden ulagsma arasinda fark vardir.
Genelleme yapma becerisi agiklanan kuramsal ¢ergevede oldugu gibi ayirt etme, transfer
etme ve ortak Ozellikten p,'i elde etme siireglerinden gecerek olgunlasmaktadir. Bu
sirecler kendini say1 Oriintiilerinde agik¢a gostermediginde, tablo veya sekil
temsillerinden yararlanilmasi genelleme yapmada oriintiideki ortak 6zelligi fark etmeyi de
kolaylastirmaktadir.

1.2. flgili Yayinlar ve Arastirmalar

Oriintiiler ve genelleme iizerine literatirde oldukca ¢ok sayida arastirma
bulunmaktadir. Bu arastirmalarin biiylik bir kismu genellemede kullanilan stratejileri
belirleme iizerinedir. Yakut-Cakir ve Akyiiz (2015) 425 dokuzuncu siif &grencisinin
lineer sekil Oriintiilerini genellemeye ydnelik problemleri ¢dzerken kullandiklari
genelleme stratejilerini incelemislerdir. Arastirma verilerine gore dgrencilerin yakin terimi
bulmada uzak terimi bulmaya gore daha basarili olmuslar, yakin ve uzak terimleri ya art
arda sayilar1 yazarak ya da terimler arasindaki farki bulup bir 6nceki terime ekleyerek elde
etmeye calismislardir. Benzer konuyu ortaokul grencileriyle gerceklestiren Ozdemir,
Dikici ve Kiiltiir (2015) yedinci sif 6grencilerinin Oriintiileri genelleme stireclerini
incelemislerdir. Arastirma sonuglarina gore 6grenciler verilen sekilleri veya sekillerin
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yapilarin1 dikkate almamuiglar, oriintiilerin kurallarin1 bulmak icin sadece sayisal iligkilere
odaklanmiglardir. Oriintiilerin kuralin1 bulmada en yiiksek basari tekrarli, en diisiik basari
ise artarak genisleyen Oriintii sorularinda goriilmistiir. Besinci sinif diizeyinde Oriintiileri
genellemede kullamlan 6grenci stratejilerini arastiran Tamsh ve Ozdas (2009), arastirma
sonucunda, sabit ve artarak degisen sekil orlintiilerin genellenmesinde gorsel ve cebirsel
yaklasimin benimsendigi, gorsel yaklasimin ve oOriintiilerin yapisal 6zelliklerinin de
genelleme yapabilmeyi kolaylastirdigint tespit etmislerdir. Yakin genellemelerde bir
onceki terimin kullanilmasini gerektiren yinelemeli, uzak genellemelerde ise fonksiyonel
bir iligkinin kullanilmasini gerektiren belirgin stratejilerin kullanildigint gérmiislerdir.
Sekil oriintiisii olustururken kullanilan stratejileri ve olugturulan sekil Oriintii tiplerini
inceleyen Kilig (2016) ise 474 ortaokul O6grencisi ile gerceklestirdigi arastirmasinda
ogrencilerin kullandiklar1 stratejilerin hem gorsel, hem de gorsel olmayan yapiya sahip
stratejiler oldugu bulgusuna ulagmustir. Radford (2010) strateji kullaniminin disina ¢ikarak
ikinci smif 6grencilerinin erisebilecekleri cebirsel diisiinme tiirlerini dgrenciler heniiz
notasyon kullanimi ile tamigmadan oOnce sekil oOriintiilerini kullanarak incelemistir.
Aragtirmaci ¢ocuklarin Oriintiiniin bilinmeyen adiminit bulma i¢in gerekli hesaplamay1
tanimlayarak degiskeni anlasilir hale getirdikleri sonucuna ulagmistir. Farkli genelleme
tirleri ve asamalar1 tizerine c¢alisan arastirmacilardan olan Carraher, Martinez ve
Schliemann, (2008) o6grencilerin somut diizeyden baglayarak genellemenin degisik
diizeylerine ilerlediklerini ve sembolik genellemeye ulastiklarini bulmusglardir.

Oriintii genellemeyi konu edinen arastirmalarin bazilar1 da 6gretmen adaylarryla
gerceklestirilmigtir. Taniglt ve Yavuzsoy-Kose (2011) on alti simif 6gretmeni adayinin
lineer sekil Oriintiilerini genelleme stratejilerini arastirmiglardir. Arastirma sonucunda,
kimi 6gretmen adaylarinin lineer sekil oriintiistinii yakin/uzak bir adima devam ettirmede
ve Oriintiiniin kuralim1 belirlemede sekil Oriintiisiniin say1 Oriintiisiine doniistiiriildigi
sayisal yaklagimi benimsedikleri belirlenmistir. Arastirmacilar Oriintiileri genellerken
Ogretmen adaylarmin agirlikli olarak sadece terimler arasi iligkinin arastirildigr yinelemeli
stratejileri kullandiklarini rapor etmislerdir. Yilmaz ve Argiin (2013) bes Ogretmen
adaymin katilimer oldugu arastirmalarinda katilimcilarin genelleme yapabilecekleri uygun
ortamlar iginde hangi gorsellestirmeleri nasil kullandiklarii ve ne tiir gorsel imajlara
sahip olduklarini arastirmiglardir. Sonug olarak yapilan gorsellestirmelerin, katilimcilarin
genelleme siirecini tamamlamalarinda 6nemli bir yere sahip oldugunu belirtmislerdir.

Literatiirde yer alan arastirmalara ek olarak bu aragtirmada farkli temsil bigimleriyle
sunulan Oriintiileri genellemede &grencilerin diisiinme sekillerini ve genelleme yapma
tiirlerini incelemek amaglanmaktadir. Bu baglamda, 6grencilerin farkli temsil bigimleriyle
sunulan Oriintiileri genelleme tiirlerinin kuramsal ¢erceve baglaminda incelenmesi, farkl
genelleme tiiriinlin ortaya ¢ikmasina neden olan diisiinme sekillerinin ortaya cikarilarak
cebirsel genelleme yapmaya engel olan diisiinme sekillerinin belirlenmesi ve dgrencilerin
farkli temsil bigimlerini genelleme yapma yoniinde kullanma sekillerinin saptanmasi
istenmektedir. Farkli temsil bigimlerinin cebirsel genelleme yapmaya katkisini
belirleyerek oriintiilerin genellenmesinde temsillerin etkili sekilde kullanilmasina dikkat
¢cekmesi baglaminda arastirmanin, yukarida kisaca rapor edilen literatiire katk: saglayacag:
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distiniilmektedir. Bu ama¢ dogrultusunda arastirmanin alt problemleri sOyle
olusturulmustur:

a. Ortaokul o6grencileri farkli temsil bigimleriyle sunulan oriintiileri genellemede
hangi genelleme tiiriinii kullanmaktadir?
b. Ortaokul 6grencilerinin cebirsel genelleme yapmaya engel olan diisiinme sekilleri

nelerdir?

C. Ortaokul o&grencileri genelleme yaparken farkli temsil big¢imlerini nasil
kullanmaktadir?

2. Yontem

Aragtirmada tarama modeli kullanilmigtir. Tarama modeli var olan durumu arastirip
aciklamayr amaclamakta, konuyla iligkili verilerin gbézden gecirilmesi mantigina
dayanmaktadir (Yildirim ve Simsek, 2013). Tarama modellerinden 6rnek olay tarama
modeli benimsenmistir. Ornek olay tarama modeli, belirli bir olguya iliskin ayrintilt
betimleme yapmak amaciyla kullanilmaktadir (Yildirnrm ve Simsek, 2013). Ortaokul
ogrencilerinin farkli temsil bigimleriyle sunulan oriintiilere iligkin cebirsel genelleme
yapma siirecinde izledikleri yollar1 belirleme amaglandigindan bu model tercih edilmistir.

Ornek olay tarama modellerinde incelenen olguya iliskin bulgularin ve agiklamalarmn
giiclinii artirma amactyla sinirli bir 6rneklem ve daha dar tanimlanmis bir olgu iizerinde
derinlikli calisilmaktadir. Bu baglamda arasgtirmanin katilimcilari, amacli 6rnekleme
yontemlerinden tipik durum ile secilmistir. izmir merkez okullarinda dgrenim goren ve
katilmaya goniillii olan toplam 92 tane altinci, yedinci ve sekizinci sinif dgrencisiyle
gerceklestirilmigtir. Katilimceilar orta sosyoekonomik diizeye sahip on farkli okuldan
secilmistir.

Veri toplama aracinda sayi oriintiilerini genellemeye iligkin ii¢ tip soru bulunmaktadir.
Farkli temsil bigimlerinde 6grencilerin benimsedikleri yaklagimlari belirlemek igin her
soru tipinden ikiser tane soruya yer verilmistir. Ilk soru tipi, niimerik olarak sunulan
ortintiilerin genellenmesine yoneliktir. Bu sorulardan ilki kurali tek islem igerecek (n),
digeri iki islem igerecek (5n+3) sekilde hazirlanmustir. ikinci soru tipinde sekil driintiisii
verilerek kurallarinin bulunmasi istenmistir. Sekil Oriintiileri, sadece sekil kullanilarak
genel terimin bulunmasini saglayacak sekilde hazirlanmistir. Bu Oriintiiler Sekil 6'da
verilmektedir.
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o%@%%

1. sekil 2. sekil 3. sekil 4. Sekil
I
900
1. sekil 2. sekil 3. sekil

Sekil 6. Sekil temsili ile sunulan 6riintii sorulari

Son soru tipi aralikli olarak bazi degerleri verilmeyen ve tablo olarak sunulan say1
ortintiileridir. Bu sorular asagida verilmektedir.

Sira no Terim Sira no Terim

1 4 1 2

2 5 - -

3 6 6 17

14 ? 18 53

70 ? 30 89

é%ia 7

n ? n ?

Veri toplama aracinda her bir soru igin sadece cevaplarin degil ayn1 zamanda diisiinme
sekillerinin de yazilmasi ozellikle istenmigtir. Uygulama siirecinde de bu ydnde
aciklamalar hem arastirmacilar hem de ders &gretmeni tarafindan yapilmistir. Bu
baglamda hazirlanan sorularin &grencilerin genelleme tiirlerini, cebirsel genelleme
yapmaya engel olan diisiinme sekillerini ve farkli temsil bigimlerini kullanma sekillerini
analiz etmeye imkan tanidig1 disiiniilmektedir. Hazirlanan alt1 soruluk veri toplama aract
bes ortaokul yedinci sinif 6grencisine uygulanarak ve iki matematik egitimcisinin uzman
goriisline sunularak son haline getirilmistir.

Elde edilen veri igerik analizi ve betimsel yontemleri ile analiz edilmistir. Betimsel
analiz, dogrudan alintilara yer verilen ve elde edilen verilerin daha onceden belirlenen
temalara gore Ozetlenip yorumlanmasini gerektiren bir yaklasimdir (Yildirim ve
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Simsek, 2013). Arastirmada 6grencilerin kullandiklar1 genelleme tiirleri Radford (2008)
tarafindan tanimlanan kuramsal g¢erceve ile belirlenen temalar dogrultusunda
yorumlandigindan betimsel analiz yapilmistir. Diger yandan, 6grencilerin yanilgilarinin ve
kullandiklar1 farkli temsil bigimlerinin ortaya ¢ikarilmasinda igerik analizi kullanilmistir.
Nitel verinin sayisallastirilmas: giivenirligi arttirir (Yildirrm ve Simsek, 2013). Bu
baglamda nitel veri frekans hesabi1 yapilarak sayisallagtirillmis ve analiz
gergeklestirilmigtir. Bunun i¢in Yildirim ve Simsek'in (2013) yaklasimi benimsenmistir.
Oncelikle analiz birimi saptanmis ve kategoriler tanimlanmugtir. Daha sonra kodlama
ornek bir veri seti iizerinde denenmis ve kodlama sonuglar1 ile dnceden saptanmis olan
kategoriler tekrar gdzden gegirilmistir. Son olarak verinin tiimii kodlanmis ve frekanslar
hesaplanmistir.

3. Bulgular

Ogrencilerin cevap kagitlarinda sorulara verdikleri cevaplardan elde edilen veriler
analiz edildiginde olusturulan bagliklar ve alt bagliklar Tablo 3’de goriilmektedir.
Bagliklar ve alt bagliklar; aragtirmanin alt problemleri, kuramsal ger¢evede yer verilen
kavramlar ve dgrencilerin cevaplarindan yola ¢ikilarak olusturulmustur.

Tablo 3.0grencilerin oriintiileri genellemelerinde ortaya cikan kategoriler ve alt
kategoriler

Bashklar Alt Bashklar
Aritmetik genelleme
Genelleme Tiirleri Cebirsel genelleme

Olgunlagmamig tiimevarim

Artig miktarini Oriintiiniin genel terimi olarak ifade etme
Ogrencilerin Diisiinme Kurali sozel ifadelerle sinirlama
Sekilleri Takip eden terimi oriintliniin genel terimi kabul etme

Sekil oriintiisiinii say1 Oriintiisiine doniigtiirme
Coklu Temsil Kullanimlart Say1 oriintiisiinii tabloya doniistiirme
Say1 oriintiisiinii sekil driintiisiine doniigtiirme

Her bir kategoriye iligkin frekanslar1 belirten tablolar ve dogrudan alintilar, genelleme
tiirleri, égrencilerin diigiinme sekilleri ve temsil kullanimlar: baglikli alt boliimlerde ele
alinmaktadir.

3.1. Genelleme Tiirleri

Bu boéliimde aragtirmanin ilk alt problemi olan "ortaokul Ggrencileri farkli temsil
bi¢imleriyle sunulan oriintiileri genellemede hangi genelleme tiiriinii kullanmaktadir?"
sorusu ele alinmaktadir. Genelleme tiirleri kategorisine bakildiginda Radford’un (2008)
kuramsal c¢ercevesinin aritmetik genelleme, cebirsel genelleme ve olgunlasmamis
tiimevarim olarak {i¢ alt kategori barmdirdig1 goriilmektedir. Ogrencilere yoneltilen
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sorular tablodan ve modelden yararlanmay1 gerektiren ve direkt sayilart iceren Oriintiilere
iliskindir. Ogrencilerden beklenen farkli temsil bigimlerinde sunulan bu &riintiiler
arasindaki iliskileri dogru kullanmalar1 ve cebirsel genelleme yaparak sayi Oriintiilerinin
genel terimlerini bulmalaridir. Ogrencilerin bu ii¢ alt kategori baglaminda &rnek
olabilecek cevaplari Tablo 4'te sunulmaktadir.

Tablo 4. Genelleme tiirlerine gore 6grencilerin verdigi cevap drnekleri

Genelleme Ogrenci  Ornek Cevap

Tiirleri

Aritmetik Ogs "...bu say1 ortintiisiinde sayilar beser beser artmigtir.”
Genelleme (Soru 1.b)

Cebirsel o
Genelleme 8
(Soru 2.a)
Olgunlagmamis d
Tiimevarim 18

(Soru 2.a)

Oss’in oOriintiilerin biri igin yapmus oldugu yorum, terim ile sirasi arasindaki iligki
yerine ardisik terimler arasindaki iliskiye odaklandigindan aritmetik genelleme yaptigini
gbsterir niteliktedir. Og sekil driintiisiindeki modeli dogru sekilde yorumlanus ve cebirsel
bir genellemede bulunmustur. Islemsel olarak yaptig1 ¢ziimiin yan1 sira, sorunun altinda
yapmis oldugu agiklamada da 6grencinin ortada yer alan kareyi sabit tutarak kenarindaki
kareleri adim sayisinin bir eksigi kadar artirmayi agiklamasi da cebirsel genelleme
yaptigii gosterir niteliktedir. Oig’in  ¢dziimiiniin altinda yapmus oldugu agiklama
olgunlagmamis timevarimda bulundugunu ortaya koyan bir agiklama olmustur. Deneme-
yanilma yontemi Ogrencinin herhangi bir genellemede bulunmaksizin sonucu ortaya
koydugu bir yontem oldugundan bu soru kapsaminda O6grencinin olgunlagmamis
tiimevarim yaptig1 sdylenebilir.
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Ogrencilerin cevaplari ile 6rneklendirilen genelleme tiirlerinin frekanslar1 Tablo 5'te
verilmektedir.

Tablo 5. Genelleme tiirlerinde ortaya ¢ikan alt kategoriler

Kategoriler  Alt Kategoriler Frekans Toplam

la 1b 2a 2b 3a 3b

Aritmetik
Genelleme 58 64 56 58 18 0 254
Genelleme Cebirsel
Tiirleri Genelleme 28 18 15 19 53 12 145
Olgunlasmamis
Tiimevarim 6 9 11 7 9 15 57
Soruyu Cevaplayan
Toplam Ogrenci Sayisi 92 91 82 84 80 27 456

Ogrenciler tarafindan toplam 456 tane genelleme yapilmistir. Bunlardan 254’
aritmetik genelleme, 145’1 cebirsel genelleme ve 57’si olgunlagsmamis tiimevarimdir. Bu
sonuglara gore tiim sorular genelinde %55 oraninda aritmetik genelleme, %31 oraninda
cebirsel genelleme ve %12 oraninda olgunlasmamis timevarim yapildig: soylenebilir.

Sorular 6zelinde veri ele alindiginda Griintiiniin sayisal olarak sunuldugu birinci soruda
122 dgrencinin (%67) aritmetik genelleme yaptig: tespit edilmistir. Aritmetik genelleme
yapan Ogrenciler genel terim yerine verilmeyen ardigik terimi bulmuslardir. Bu
dgrencilerden biri olan O;’in cevabi 6rnek olarak asagida verilmektedir:

“say1 oriintiistinde oriintii bir onceki saymin bir fazlasi. Bu yiizden 4+1=5 oldugu icin
bilinmeyen sayiyr 5 buldum.”

Birinci soruda ogrencilerin 46 tanesi (%25) cebirsel genelleme yapmislardir. Bu
sekilde genelleme yapan Ogrenciler terim sayist ile terim arasindaki iliskiyi
arastirmislardir. Bu 6grencilerden O sayisal iliskiyi 1,2,3,4,... Oriintiisii {izerinden
incelemistir:

1 2 3 4 n
e

11 21 3.1 4.1 n.1

Genel terim n.1 olarak bulunur.
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Bagka bir 6grenci, 0,3, 8, 13, 18, 23, ... say1 oriintiisiinii farkl1 bir forma déniistiirerek
yazmigtir:

543 1043 I5+3 2043
GL+3 (5.2)+3  (5.3)+3 (5.4)+3 (5.n)+3
1 2 3 4 n

Birinci soruda olgunlagsmamig tiimevarim kullanan 15 o6grenci (%15) vardir.
Olgunlagmamis tiimevarim yapan dgrenciler rastgele bir genel terim yazmis ve dogru olup
olmadigint deneme yanilma yoluyla incelemislerdir.

Ogrencilere sekil oriintiisii verilerek genel terimi istenen ikinci soruda aritmetik
genelleme yapan dgrenci sayisi 114°tiir (%69). Ogrencilerin aritmetik genelleme yaparken
ardisik sekillerde bulunan nesne sayisini sayarak artis miktarini belirledikleri ve bir
sonraki sekli olusturduklar1 gézlemlenmistir. Ornegin Ogg ikinci sorunun a segenegine
“dorder dorder gider” b segenegine “iicer iicer gider” yanitin1 vermistir. Benzer sekilde
Ogs “oriintiide sekiller 4’er 4’er artmis. 1’e 4 eklersek 5, 5’e 4 eklersek 9, 9°a 4 eklersek
13 olur. Bunu nereden anladim, sekilleri saydim ve buldum.” seklinde yanitlamistir.
Bunun yani sira modeli inceleyerek ortak noktayr fark eden ancak cebirsel olarak
yazamayan dgrenciler de bulunmaktadir. Og, buna 6rnek olarak verilebilir. Kendisi ikinci
sorudaki ilk sekil oriintiisiinii inceleyerek “ortadaki (sekil) ayni, yandakiler (sekiller) 4 er
4’er artmig” cevabini vermigtir. Ayni sorunun ikinci se¢eneginde “yanlarina 3 (sekil)
gelmis hep” cevabini vermistir. Ortak noktayr belirlemis olsa da genel terimi ifade
edememistir.

Ikinci soruda cebirsel genelleme yapan Ogrenci sayist 34°tir (%20). Cebirsel
genelleme yaparken Ogrencilerin sekil Oriintiisiinii inceledikleri ve Oriintiideki ortakligi
yakalayarak terim sayisi ile iliskilendirdikleri goriilmiistir. Og’nin cevabi cebirsel
genelleme yapan 6grencilere drnek olarak verilebilir:

“Her sirada ortadakini sabit tuttum. Her sirada 4 tane artiyor.
1—1

2—1+4

3—1+4+4

4—1+4+4+4

O halde 1+(n-1).4 genel terimdir.

Ikinci soruda olgunlasmanus tiimevarim yapan 18 &grenci (%11) diger sorularda
oldugu gibi rastgele yazdiklar1 genel terime degerler vererek dogrulugunu incelemislerdir.

Ug:iincii soruda say1 Oriintiisii tablo halinde sunulmustur. Ik secenekte 1., 2., 3., 14. ve
70. terimleri verilerek genel terim sorulmustur. Ikinci secenekte ise ardisik olmayan
terimler verilmis ve genel terim istenmistir. Ugiincii soru en az yanit verilen sorudur.
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Ozellikle sorunun b segenegini dgrencilerin %5’i yanitlamustir. Bu soruda 18 6grencinin
(%17) aritmetik genelleme yaptiklar belirlenmistir. Aritmetik genelleme yapan dgrenciler
tablonun sag siitununda yer alan degerler arasinda iligki kurarak kurali incelemislerdir. Bu
kullamma 6rnek olarak Ogs’in cevabi verilebilir: “bu say1 Griintiisiinde sayilar iicer iicer
artmustir.”.  Aynt  sorunun b segeneginde aritmetik genelleme yapan Ogrenci
bulunmamaktadir. Ugiincii soruda cebirsel genelleme yapan 65 6grenci (%61)
bulunmaktadir. Cebirsel genelleme yapan Ogrenciler, tablonun iki sttununda verilen
sayilar arasinda iliski kurmaya ¢alisnuslardir. Bunlardan biri olan O, a segenegine “sayt
ortintiisiinde terim sira numarasiun 3 fazlasidw. Bu ortintiideki kural n+3’tir” ve b
secenegine “sayi oriintiisiinde terim sira numarasinin 3 katimin 1 eksigidir. Bu oriintiideki
kural n.3-1dir.” diyerek cebirsel genelleme yapmustir. Benzer sekilde Oz “n+3. Ciinkii
her terimde terim sayisi+3 oluyor” yanitim1 vermistir. Ugiincii soruda 24 6grenci (%22)
olgunlasmamis tiimevarim kullanmustir.

Ozetlenecek olursa dgrenciler 6zelikle say1 ve sekil olarak sunulan &riintiilerde (1. ve
2. sorular) ¢ogunlukla aritmetik genelleme yapmuslardir. Cebirsel genelleme yapmanin en
fazla oldugu temsil bi¢imi, tablo ile ilk {i¢ terimi verilen Oriintiiye aittir. Bununla birlikte
klasik bir tablo temsilinin sunulmadigi 3.b, 6grencilerin en az yanitladigi soru olmus ve
yanitlayanlarin ¢ogunlugu olgunlasmamis tiimevarim yoluyla genellemeye ulagmaya
calismislardir.  Ogrencilerin  6zellikle sekil oriintiilerini  6nce say1 Oriintiisiine
doniistiirdiikleri, daha sonra ardigik terimler arasi iligskiyi kullanarak genelleme yaptiklari
goriilmiistiir. Genelleme tiirleri baglaminda Ogrencilerin cebirsel genellemelere gore
aritmetik genellemeler ve olgunlagmamis tiimevarimlar yapmay1 daha fazla tercih ettikleri
goriilmesine kargin 3.a numarali soruda cebirsel genellemenin daha fazla tercih edildigi
gOriilmistiir.

3.2. Ogrencilerin Diisiinme Sekilleri

Bu béliimde aragtirmanin ikinci alt problemi olan "ortaokul 6grencilerinin cebirsel
genelleme yapmaya engel olan diisiinme sekilleri nelerdir?” sorusu ele alinmaktadir. Elde
edilen ogrenci cevaplart incelendiginde disiincelerinin Ogrencilerin artis miktarini
Oriintiiniin genel terimi olarak ifade etme, genel terimi sozel ifadelerle sinirlama ve takip
eden terimi genel terim kabul etme basliklari altinda toplandigi goriilmektedir.
Ogrencilerin artis miktarmi genel terim olarak diisiinmesine O14'iin, driintiiniin kuralim
sozel ifadelerle simirlayarak aciklamasina Oggliin ve takip eden terimi say1 Oriintiisiiniin
genel terimi olarak kabul etmesine Oss'nin verdigi yamtlar rnek olarak Tablo 6'da
sunulmaktadir.
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Tablo 6. Ogrencilerin diisiinme sekillerine drnekler

Ogrencilerin ~ Diisimme Ogrenci Ornek Cevap

Sekilleri
Artis miktarini genel terim Ou “Oriintiiniin kurali her sekilde iicer iicer
olarak ifade etme artmig olmasindan dolayr n+3 ’tiir.”
(Soru 2.b)
Oriintiiniin  kuralin1  sézel Ogs "Bu sekillerde her ii¢ tanesinin yanina ii¢
ifadelerle sinirlama tane daha eklendigini gordiim. Genel
terim budur.”
(Soru 2.b)
Takip eden terimi say1 Os6 “Ciinkii beger beser artmistir. Buna gore
Orlintiisiiniin  genel terimi genel terim yirmi tigten sonra gelen yirmi
olarak kabul etme sekizdir.”
(Soru 1.b)

Orneklendirilen bu diisiinme sekillerine iliskin frekanslar, Tablo 7'de verilmektedir.

Tablo 7. Ogrencilerin diisiinme sekillerinde ortaya ¢ikan alt kategorilere ait frekanslar

Kategoriler  Alt Kategoriler Frekans

la 1b. 2a 2b 3a 3b
Ogrencilerin ~ Artis miktarin1 Oriintiiniin genel 6 30 36 31 9 0
Diisiinme terimi olarak ifade etme
Sekilleri Kurali sozel ifadelerle sinirlama 4 11 25 29
Takip eden terimi Oriintinin 21 33 11 9
genel terimi kabul etme

1

3
0 0

Frekanslar incelendiginde Ogrencilerin diisiinme sekillerinin aritmetik genellemeye
ulastirma yoniinde oldugu goriilmektedir. Ozellikle sekil riintiilerinde cebirsel genelleme
yapmaya engel olan temel diisiinme seklinin artis miktarini oriintiiniin genel terimi olarak
ifade etme oldugu goriilmiistiir. Ogrenciler ardisik terimler arasi farka yogunlasmakta, bu
da cebirsel genellemeye ulasmalarina engel olmaktadir. Bu diisiinceye sahip O,7, “her
sekle 4 tane kare eklenmis. Bu nedenle genel terim 4n’dir.” yamtim vermistir. O35 ise “bu
ortintiiniin genel terimi 4n’dir. Ciinkii 4 ’er 4 er artiyor.” seklinde yanitlamistir.

Sekil oOriintlilerinde karsimiza siklikla ¢ikan bir diger diisiinme sekli kurali sézel
ifadelerle sinirlandirmadir. Sekil oOriintiilerinde 6grencilerin bilylik ¢gogunlugu aritmetik
genellemenin gostergesi olan bu diisiinme seklini benimsemistir. Ornegin  Og,
“kural=3er 3’er artnustir.” ifadesini kullanmustir. O, ise “birincide iic, ikincide alt,
tinctide dokuz, dordiinciide on iki, n. de bir oncekinin 3 fazlasi” seklinde agiklama
yapmustir.

Takip eden terimi Oriintiiniin genel terimi kabul etme en sik say1 Oriintiilerinde
karsimiza ¢iknistir. Ogg “sayilar gittikce +5 artiyorsa kural 28 olur” diyerek siradaki
verilemeyen terimi Oriintiiniin genel terimi olarak belirtmistir. Benzer sekilde Q43 “5’er
5 er ritim seklinde gidiyor. 8’e 5 ekledim 13 ¢ikti, 13°e 5 ekledim 18 ¢ikti, 18°e 5 ekledim
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23 ¢ikti ve kuralt buldum: 23’e 5 ekledim 28 ¢ikti.” Diyerek takip eden terimi genel terim
olarak diistinmiistiir.

Ogrencilerin aritmetik genellemeye ulastiran diisiinme sekilleri nedeniyle cebirsel
genelleme yapamadiklart goriilmiistiir. Aritmetik genellemeye ulastiran diisiinme sekilleri
ise Ozellikle sekil Oriintiileri gibi kendilerini zorlayan bir temsil bi¢imi s6z konusu
oldugunda kendini gostermektedir. Benzer durum say1 oriintiileri i¢in de gecerlidir. Say1
ve sekil Oriintiilerindeki bu benzerligin nedeni, Ogrencilerin sekil Orlintiisiini say1
oriintiisiine doniistiirerek genel terimi bulmaya g¢alismalaridir. Bu yaklagimlari sonucunda
iki temsil bi¢imi arasinda higbir fark kalmamaktadir. Tablonun kullanildig: {igiincii soruda
belirgin olarak ortaya ¢ikan bir diigiincenin olmadigr goriilmektedir. Bunun nedeni
ogrencilerin bu soruya yanit verme frekanslarinin azligidir.

3.3. Farkh Temsillerin Kullanimi

Bu boliimde aragtirmanin {igiincii alt problemi olan "ortaokul 6grencileri genelleme
yaparken farkli temsil bigimlerini nasil kullanmaktadir?" sorusu ele alinmaktadir.
Ogrencilerin 6riintiilerin genel terimini bulmaya ¢alisirken temsilleri nasil kullandiklart
incelendiginde sekil Oriintiisiinii say1 Oriintiisiine doniistiirme, say1 Oriintiisiini tabloya
doniistiirme ve sayr Oriintlisiinii sekil Oriintiisiine dontistirme yaklagimlarint izledikleri
goriilmiistir. Ogrencilerin bu ii¢ yaklasima ornek olabilecek cevaplar1 Tablo 8'de
sunulmaktadir.

Tablo 8. Ogrencilerin temsil kullanma sekillerine drnek cevaplar

Temsil Ogrenci Ornek Cevaplar
Kullanimlar:

Sekil oriintiisiini
say1 Orlintiisiine O
doniistiirme

Say1 Oriintiisiinii .
tabloya 0O,
doniistiirme
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Tablo 8’in devami

Say1 Oriintlistinii
sekil oriintiisiine
doniistiirme 0Oy

Oy sekil oriintiisiinde yer alan modeli yalnizca sayilari elde etmesini saglayan bir arag
olarak gorerek sekil Orlintlisiinii say1 Oriintiisiine doniistiirme yoluyla genellemeye
calismustir. O,’nin cevabi incelendiginde basit bir tablo olusturarak adim siras1 ve terim
arasinda bir iliski kurmay1 amagladig: goriilmektedir. O;’nin verilen oriintiiniin genel
terimini hem tablo kullanarak hem de sekil Oriintiisiine doniistiirerek acikladigt
goriilmektedir. Ogrencilerin cevaplar ile drneklendirilen goklu temsillerin kullanimina
iligkin frekanslar Tablo 9'da verilmektedir.

Tablo 9. Temsil kullanimlarinda ortaya ¢ikan alt kategoriler

Kategoriler Alt Kategoriler Frekanslar

la 1b 2a 2b 3a 3b
Sekil oriintisiinii say1 Oriintiisiine - - 33 32 - -
Temsil doniistiirme
kullanimlari Say1 oriintiistinii tabloya 30 16 - - - -
doniistiirme
Say1 oriintiisiinii sekil oriintiistine 0 3 - - - -
doniistiirme

Temsil bigimlerini birbirlerine doniistiirme ve genel terimi bulmada ilk iki sorudan
veri elde edilmistir. Tablo ile sunulan Griintiilerin bulundugu {giincii soruda baska bir
temsil kullanimina geg¢ilmemistir.

Birinci soruda karsilagilan iki yaklasimdan biri say1 Orlintiistinii tabloya doniistirme
digeri ise say1 oriintiisiinii sekil driintiisiine déniistiirmedir. Ogrencilerin biiyiik bir kismi
sayl Oriintlisiini  tabloya donistiirerek genelleme yapmaya c¢alismislardir. Bu
ogrencilerden O, ve O, birinci sorunun a secenegine asagidaki yanit: vermislerdir:

1 1

2 2

3 3

4 4ise
n n'dir.
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Birinci soruda dgrencilerden bazilarinin say1 Oriintiisiinii tabloya doniistiirdigii halde
tablodaki iki siitun arasinda iliski kurma yerine ardisik terimler arasinda iliski kurmaya
calistiklart g6zlemlenmistir. Bunlardan biri olan O4g b secenegini sdyle yanitlamistir:

8
13
18
23

n+5

S hArWNE

olmalidwr. Ciinkii 5 er 5 er artiyor.

Benzer sekilde aym soruya Os:

1 8
2 13
3 18
4 23
5 28

Beser beger arttig icin genel terim 5n’dir.

yanitini vermistir.

Birinci soruda karsilasilan ikinci yaklasim say1 Oriintiisiinii sekil Orilintiisiine
doniistiirmedir. Bu yaklasim her ne kadar az sayida Ogrenci tarafindan sadece b
seceneginde kullanilmig olsa da (3 6grenci) sonucu farkli ve yaratici bir yolla bulmus
olmalar1 nedeniyle rapor etmeye deger gérmekteyiz. Bu yaklasimi kullanan 6grencilerden
O soruyu asagidaki sekil driintiisiinii ¢izerek cevaplamstir:

%%@8%%

Adim sayisiyla 5°i ¢arptim 3 ekledim. 5n+3. Sekillerle daha iyi anlyyorum.

Ayni yaklasimi kullanan Oj ise asagidaki sekil oriintiisiinii olusturmustur:

e B B b

Swra sayimin 1 fazlast kadar gruplar vardwr. Sira sayisimin 1 eksigi kadar iistiinde
toplar vardir. (n+1).4+(n-1) bulunur.




Ortaokul Ogrencilerinin Farkli Temsil Bi¢imlerini Kullanarak Matematiksel Genelleme Yapma Becerileri 121

Bu iki 6grencinin yaniti farkli temsil kullanimmin genelleme yapmadaki katkisini
gostermektedir. Sekil oOriintiistiniin etkili olarak kullanilamadig: ikinci soruda 6grenciler,
burada 6rneklendirilenin aksine sekillerin arasindaki iligkilere odaklanmaktansa sekilleri
sayarak say1 Oriintiisiine gecis yaptiklar1 goriilmiistiir. Bu yaklagimi benimseyen 6grenciler
ikinci sorunun a segenegini asagida érnek olarak yanit1 verilen O3; gibi yanitlamustir:

1 5 9 13 17
1. sekil 2. sekil 3. sekil 4. sekil 5. Sekil

Kurali 4’er 4 er artmistir.

Ozetle en sik kullanilan stratejinin sekil oriintiisiinii say1 Oriintiisiine doniistiirme
oldugu goriilmiistiir. Bu sonug, giris boliimiinde 6rneklendirildigi gibi, 6grencilerin sekil
oriintiisiinden etkili sekilde yararlanamadiklarini gostermektedir. Ogrenciler zaman zaman
say1 Oriintiisiinii tabloya dontistiirmiisler ancak genelleme yapma sekilleri incelendiginde
aritmetik genelleme egilimlerinin doniisiime ragmen devam ettigi belirlenmistir. Sekil
oriintiisii igeren sorularda ise genellikle Ggrencilerin sekillerin arasindaki iligkilere
odaklanmaktansa sekilleri sayarak sayi oriintiisiine gegis yaptiklari goriilmiistiir.

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu arastirmada ortaokul dgrencilerinin (i) farkli temsil bigimleriyle sunulan Sriintiileri
genellemede hangi genelleme tiiriinii kullandiklar (ii) cebirsel genelleme yapmaya engel
olan diigiinme sekilleri ve (iii) genelleme yaparken farkli temsil bigimlerini nasil
kullandiklar1 incelenmistir.

Aragtirma bulgular1 dgrencilerin 6zellikle say1 ve sekil oriintiilerinde cebirsel olarak
genel kurali ifade etmekte sikinti cektiklerini gostermektedir. Ogrenciler cebirsel
genelleme yerine genel terimin yapisimt agiklamaya calisan aritmetik genellemeler
yapmuglardir. Benzer sonuca Rico (1996) da ulasmistir. Rico aragtirmasi sonucunda
Ogrencilerin  aritmetik  genelleme  yapabildiklerini ancak cebirsel genelleme
yapamadiklarini ifade etmistir. Benzer sekilde MacGregor ve Stacey (1993) 6grencilerin
tablo ile sunulan oriintiilerde sergiledikleri yaklagimlart ve notasyon kullanimlarini
incelemiglerdir. Arastirma sonucunda 6grencilerin tablolar1 devam ettirebildikleri ancak
terim sirast ile terim arasindaki iliskiyi incelemedikleri, terim sirasi ile terim arasindaki
iligkiyi tanimlayabilseler bile kurali cebirsel olarak yazamadiklari rapor edilmistir.

Cebirsel genellemenin diger oriintii temsillerine gore daha sik kendini gosterdigi
temsil tablo temsilidir. Ogrenciler tablo olarak sunulan {igiincii soruda diger sorulara gore
daha fazla cebirsel genelleme yapmuslardir. Bu durumun nedeni ii¢iinci sorunun a
seceneginde tablonun terim sayisi ile sirasi arasindaki iliskiye bakmaya yonlendiren
sekilde hazirlanmasi1 olabilir. Tabloda ¢ok sayida ardigik terim sunulmadigindan
ogrenciler terim ile terim sirasi arasindaki iliskiye yonelmislerdir. Goreceli olarak diger
sorulara gore daha fazla olsa da tablo ile sunulan 6riintiilerde de cebirsel genelleme yapma
siklig1 yeterli diizeyde degildir.

Ogrencilerin cebirsel genelleme yapmalarina engel olan diisiincelerinden biri &riintii
hangi temsil bigimiyle sunulursa sunulsun ardisik terimler arasindaki farka odaklanma ve
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terimler arasi farki genel terim olarak yazmadir. Carraher ve arkadaslar1 (2008) ve Stacey
(1989) benzer sonuca ulagmislar ve ardisik terimler arasindaki farkin carpilmasinin
ogrencilerin genelleme yaparken kullandiklari bir yontem oldugunu belirtmiglerdir.
Ogrencilerin sergiledigi bir diger diisiinme sekli oriintiideki ortaklig1 sozel olarak ifade
etme yoOniindedir. Benzer bulgu Yaman’in (2010) aragtirmasinda elde edilmistir. 317
ogrenciye on iki soruluk bir orlintii basari testi uygulayan arastirmact Ogrencilerin
oriintiiye ait kurali en ¢ok sozel bigimde ifade ettiklerini belirtmistir.

Aragtirmaya katilan Ogrenciler oriintiileri genellerken temsil bi¢imini etkili olarak
kullanamamuslardir. Ogrenciler sekil driintiilerini dnce say1 driintiisiine doniistiirmiis daha
sonra ardigik terimler arasi iligkiyi kullanmislardir. Benzer durum tabloya doniistiirmede
de kendini gdstermektedir. Ogrencilerin tablodan yararlanma sekillerinin say1
oriintiisiinden farkli olmadigi; her sekilde terimler arasi artisa odaklandiklar: gorilmiistiir.
Benzer bulguya ulasan Ozdemir ve arkadaslari (2015) kendi arastirmalarindaki
ogrencilerin verilen sekilleri veya sekillerin yapilarini dikkate almadiklarini ve driintiilerin
kurallarin1 bulmak i¢in sadece sayisal iligkilere odaklandiklarini bulmustur. Bu yaklagimi
benimseyen Ogrenciler ig¢in farkli temsil bigimleriyle Oriintiiler sunmanin Onemi
kalmamaktadir. Ogrencilerin bu yonde ilerlemelerinin temel nedeni, verilen &riintiideki
ortakligi gormelerini saglayacak sekilde temsil bi¢iminden nasil yararlanabileceklerini
bilmemeleri olabilir. Diger bir deyisle, 6grenciler cebirsel diisiinme siirecinden gegerek
genel terimi bulmakla sadece deneme yanilma yaparak veya terimler arasindaki iliskiyi
sozel olarak ifade ederek genel terimi bulma arasindaki farki gorememektedirler. Bu
durum Sgrencilerin bir sekilde genel terimi bulmalarini saglayacak sekilde bir yaklasim
benimsemelerine ve farkli temsillerin genelleme yapmalarina saglayacagi katkiyr fark
etmemelerine neden olmaktadir. Ozellikle sekil 6riintiilerinin ve tablonun etkili kullanimu,
ogrencilerin cebirsel genelleme yapmalarma yardimeir olabilecek araglardir. Sekil
ortintiileri etkili kullanildiginda, daha agik bir ifadeyle sekillerin yapisindaki ortakligi
belirleyerek bunun {iizerinden genelleme yapmay1 saglama yoniinde kullanildiginda
cebirsel diisiinmenin gelisimine hizmet edebilir. Bu duruma vurgu yapan Ferrara ve
Ferrari (2017) ti¢ dgrenciyle gergeklestirdigi arastirmasmin sonucunda sekil oriintiilerinin
sadece uzamsal olarak sekillerin nasil yerlestigini fark etmenin yani sira her terim ile bu
terimin sekil Oriintiisiindeki yeri arasinda iligki aramasini gerektirdigini, bu yoniiyle erken
cebirsel diisiincenin gelisimine zemin olusturdugunu belirtmistir. Ornegin bu arastirmada
iki 6grenci aynmi sekil oriintilisiine ait genel kurali sekillerdeki ortakligi dogru belirleyerek
5n+3 ve (n+1).4+(n-1) seklinde yazmay1 basarmislardir. Bu baglamda temsil bigimlerinin
etkili sekilde kullanilmasinin 6nemli oldugunu diisiinmekteyiz.

5. Oneriler

Aragtirma sonuglar1 dikkate alindiginda 6grencilerin temsil bigimine bagli olmaksizin
cebirsel genelleme yerine aritmetik genelleme yapmay: tercih ettigi goriilmiistiir.
Ogrencilerin cebirsel genelleme yapmalarinda &nemli adimlardan biri &riintiiniin
elemanlar1 arasindaki ortaklig1 yakalayabilmeleridir. Ancak &grenciler s6z konusu
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ortakligi bizim istedigimizden farkli sekilde gorebilmektedir (Hill, Lannin & van
Garderen, 2015). Bu baglamda dgrencileri tanimak ve bu aragtirmada da belirli yonlerden
ele alinan genellemeleri yaparken benimsedikleri yaygin diisiinme sekillerini bilmek
ogrencilerin genelleme yapmalarini kolaylastirabilir.

Caspi ve Sfard (2012) genelleme yapma siirecinde sayilar arasindaki iligkilerin
dikkatlice incelenmesiyle cebirsel diisiinmenin gerceklesebilecegini belirtmektedir.
Oriintiilerin farkli temsil bigimleri iliskilerin incelenmesinde bir aragtir. Bu baglamda
sekil Orilintiilerinin genel kurali bulma yoniinde nasil etkili kullanilabilecegine derslerde
yer vermek hem genelleme yapmay1 anlamlandirmada hem de aymi Sriintiiyl temsil eden
birbirine esit farkli cebirsel gosterimlerin olabilecegini fark etmelerini saglamada etkili
olabilir.

Aragtirmamizda farkli sekillerde kullanilan temsil bi¢iminden bagimsiz olarak
ogrencilerin ardigik terimler arasi iliskiye odaklanma, kurali s6zlii olarak ifade etme gibi
aritmetik geneleme yapma yoniindeki diisinme bicimlerinin cebirsel genelleme
yapmalarina engel oldugu sonucuna ulasilmigtir. 12-13 yas grubundaki 6grencilerin ¢oklu
temsillerle genelleme yapma becerilerini inceleyen Wilkie (2016) oriintii genelleme
becerisinin seviyesinin esnek ve orantisal diisiinme becerileri ile iliskili oldugu sonucuna
ulagmistir. Bu iki arastirma bulgusundan hareketle yeni aragtirma oOnerisi olarak farkli
temsil bi¢imlerinden yararlanarak genelleme yapmada diisiinme sekillerinin rolii
incelenebilir.

Bu arastirmada fakli temsil bigimleri ile sunulan Oriintiilerin genellenmesi siireci
betimsel olarak incelenmistir. Genelleme siirecinin dogasi dikkate alinarak tasarlanan
uzun siireli aragtirmalar gergeklestirilerek etkinliklerin cebirsel diisiincenin gelisiminin
gozlemlenmesi tasarlanabilecek arastirmalardan biri olabilir. Boyle bir arastirma
sonucunda gerek dgretim programlarina gerekse de ders kitaplarinda genelleme ve Oriintii
kavramlarinin daha etkili olarak ele alinmasini saglayacak bulgulara ulasilabilir.
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Middle School Students’ Mathematical Generalization Abilities with the
use of Different Representations

Extended Abstract

School mathematics, in essence, contains algebra (Otte, Mendoza, Gonzaga & de-Barros,
2015). Beyond being a language in which algebraic letters are used, anticipation emerges as
a way of thinking and involves algebraic thinking which requires analyzing, interpreting,
verifying, problem solving, predicting, and generalization of values (Kieran, 1996).
Research on the development of algebraic thinking seems to focus particularly on
generalizations and patterns (eg., Moss & Beatty, 2010; Rivera, 2011; Ferrara & Sinclair,
2016). This is because the relationship between students' ability to understand and
generalize patterns (Warren, 2000) or, more clearly, pattern searching is one of the basic
and necessary steps to generalize (Jones, 1993).

In addition to the explanations on generalization, the demand for review as a followable and
observable process has led to the formation of theoretical frameworks (eg., Radford, 2008;
Rivera, 2011). In the next sub-section, "architecture of algebraic pattern generalization"
(Radford, 2008), which is adopted as the theoretical framework of this research, is
explained because it enables to follow the generalization process operationally and to
determine generalization types.

Theoretical Framework

This study investigates middle school students’ generalization processes. Radford’s (2008)
framework, the architecture of algebraic pattern generalization, is embraced as the
theoretical framework for this study since this framework can serve as an analytical tool for
investigating experimental and theoretical generalization.

According to Radford (2008) finding an algebraic expression for a pattern should end up
with an algebraic generalization. The process of generalizing patterns includes the
following phases:

i. Grasping a commonality in a number pattern,
ii. Extending or generalizing this commonality to all subsequent terms,
iii. Using the commonality to provide a direct expression of any term of the pattern

Figure 1 below explain these phases:

Noticing a Making a Producing the
commonality hypothesis expression p,

Abduction  Transforming the abduction Deducing p, from the commonality
Figure 1. The architecture of algebraic pattern generalisation (Radford, 2008: 85)
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On the other hand, arithmetic generalization focuses on only a particular part of the pattern,
therefore generalization which produces any term of the pattern is not possible. In
arithmetic generalization, the last phase in Figure 1 does not exist. Naive induction does not
include the first and last phase of an algebraic generalization and does not consider the
relationship between the terms of the pattern. It is purely based on trial and error method by
just guessing the formula.

The purpose of the study

In this research, it is aimed to examine the forms of thinking and generalization types of
students in the generalization of the patterns presented with different forms of
representations. Students are asked to examine the patterns of generalizations presented in
different forms of representations in the context of the theoretical framework, to determine
the forms of thinking that lead to the emergence of different generalization models, to
determine the forms of thinking that prevent them from doing algebraic generalizations and
to determine the ways in which students use different forms of representation. Following
research questions are formulated considering this aim:

*What kinds of generalization types do middle school students use to generalize patterns
which are given in different representational forms?

* What are the forms of middle school students’ thinking that hinder algebraic
generalization?

*How do middle school students use different representational forms when generalizing
number patterns?

Methodology

Case survey method was used for the study. This model was embraced because of its
potential to reveal generalization processes used by students to find algebraic formulas for
patterns that were given in different representations. Participants of the study were selected
based on purposeful sampling. Ninety-two middle school students (from sixth, seventh and
eighth grade) in schools in Izmir voluntarily participated in the study. They were asked six
questions which required finding the algebraic rule for the patterns in different
representational forms such as table and pictorial models. Their answers were analyzed
using descriptive and content analysis.

Results

Results are presented in three sections. First, in terms of generalization types, results
indicated that students tended to use arithmetic generalization and naive induction instead
of algebraic generalization. One exception was a pattern which was presented in a table
which directs students to focus on the relationship between term number and the
corresponding term. Second, in terms of students’ types of thinking which prevents
algebraic thinking, students had difficulties with finding an algebraic formula when the
patterns were presented pictorially. In this case, they used arithmetic generalization. Third,
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in terms of using different representations, the most important finding is concerned with
students’ strategies to find the algebraic formula. They transformed pictorial patterns into
table form. This indicated that they did not make use of pictorial representation in an
effective way. Another finding is that students represented number patterns in the form of a
table. However, they could not make use of tables to make generalizations. Instead, they
continued to use arithmetic generalization. When patterns were presented pictorially, they
tend to count the parts in the picture and obtain a number pattern instead of focusing on the
relationship in the pictorial pattern.

Conclusion and Discussion

In this study, it was investigated how secondary school students (i) used the different
patterns of representation in the generalization; (ii) the forms of thinking that prevented
them from making algebraic generalization, and (iii) used different forms of representation
in generalization.

The findings showed that students especially have difficulties in expressing the general rule
in algebraic numbers and figure patterns. The students made arithmetic generalizations
trying to explain the structure of the general term rather than algebraic generalization. A
similar result has been reached by Rico (1996). As a result of the Rico’s (1996) research,
students stated that they could make arithmetic generalizations but not algebraic
generalizations. Similarly, MacGregor and Stacey (1993) investigated the use of notation
and the approaches presented in the table with 143 students. As a result of the research, it is
reported that the students can continue the tabulation, but they cannot write the relation
between the term order and the term, nor can they write the order algebraically even if they
can define the relation between the term order and the term.

Algebraic generalization is represented by table which is more frequently seen than other
pattern representations. In the third question the students made more algebraic
generalizations than the other questions. This may be due to the fact that in the third
question, the tabulation may be tailored to look at the relationship between the number of
terms and the rank. Since there are not many consecutive terms presented in the table, the
students are directed to the relation between the term and the term order. The frequency of
algebraic generalizations is not sufficient for the patterns presented in the table although
frequencies were relatively higher for other questions.

One of the considerations that prevented students from doing algebraic generalizations is to
focus on the difference between consecutive terms. Carraher, Martinez and Schliemann
(2008) and Stacey (1989) reached a similar result and stated that multiplication of
consecutive terms is a method used by the students in generalization. Another way of
thinking that students exhibit is to express the relationship in the pattern verbally. Similar
findings were obtained in Yaman's (2010) research. 317 students who performed a pattern
achievement test of the twelve questions expressed the pattern verbally.
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The students participating in this research were not able to use different forms of
representations effectively when the patterns were generalized. The students transformed
the pictorial patterns into number patterns and then used the relation between consecutive
terms. The similar situation also manifests itself in transforming into a table. The way that
the students use the table is not different from the number pattern; it has been seen that they
focus on the increase in terms anyway. Ozdemir, Dikici and Kiiltiir (2015), who have
reached similar findings, found that students in their research did not take into consideration
the forms of the given patterns and focused only on numerical relations in order to find the
rules of the patterns. Students do not see the difference between finding a general term
through the process of algebraic thinking and finding general term by simply making a trial-
error method and expressing the relation between terms verbally. This leads students to
adopt an approach that somehow finds a general rule and does not recognize the
contribution that different representations will make to generalization.
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